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In dieser Arbeit sollen einfache Gruppen untersucht werden, die eine 2- 
lokale Untergruppe besitzen, die eine Erweiterung einer elementar abelschen 
Gruppe von der Ordnung 16 durch 2s ist. Dies ist ein weiterer Schritt zur 
Klassifikation der endlichen Gruppen, die eine zentralisatorgleiche Gruppe von 
der Ordnung 16 enthalten. Insofern ist diese Arbeit eine Verallgemeinerung der 
Ergebnisse aus [3]. In einer nachfolgenden Arbeit werden Gruppen mit einer 
2-lokalen Untergruppe E&,(7) behandelt werden. Zusammen mit [4] und 
[8] sind dann alle einfachen Gruppen bestimmt, die eine elementar abelsche 
Gruppe E von der Ordnung 16 enthalten, so daI3 O,(No(E)/(EO(C,(E)))) = 1 
ist. Das Ziel dieser Abeit ist es, den folgenden Satz zu beweisen. 
SATZ. Sei G eine endliche einfache Gruppe und E eine elementar abelsche 
Untergruppe von G von der Ordnung 16. Weiter sei C,(E) vom 2-Rang vier und 
WWXE) 2~ 4 . zsomorph. Dann ist C,(E) = EO(N,(E)). Weiter gilt eine der 
folgenden Aussagen: 
(i) G ist xu His, der sporadischen H&man--Sims Gruppe isomorph. 
(ii) G ist zu L,(q), q = 1 (mod 8) oder U,(q) q = --I (mod 8) 
isomorph. 
(iii) Die Sylow 2- Untergruppen von G sind vom Typ L,(q), q z -1 (mod 4). 
D. Mason will die einfachen Gruppen bestimmen, die ein Sylow 2-Unter- 
gruppe vom Typ L,(q) besitzen. Also kiinnen wir annehmen, daB alle im Satz 
auftauchenden Gruppen bekannt sind. Im Fall (iii) kommen dann genau 
L,(q), q = - 1 (mod 4) und U,(q), q = 1 (mod 4) vor. 
Im ersten Teil des Beweises werden wir die Struktur von No(E) bestimmen. 
Es wird gezeigt, daB N,(E)/O(N,(E)) iiber C,(E)/O(C,(E)) nicht zerfallt. 
Hierzu wird gezeigt, dal3 im anderen Fall G eine Untergruppe vom Index zwei 
enthalt. 
Im zweiten Teil des Beweises wird gezeigt, da0 eine Sylow 2-Untergruppe 
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von G stets ein gewisse charakteristische abelsche Untergruppe D vom Rang’ 
drei besitzt. Hierbei wird nur die Struktur einer Erweiterung von E durch 
2, x z4 benutzt, wobei ein Element von der Ordnung 3 in JY4 fixpunktfrei auf E 
operiert. Das Studium der Struktur von N,(D) und Fusionsargumente liefern 
dann die Behauptung. 
1. DIE STRUKTUR VON H = N,(E) 
Das Ziel dieses Abschnittes ist, zu zeigen, dal3 O,(H) elementar abelsch ist, 
und da13 H/O(H) nicht iiber O,t,,(H)/O(H) zerfallt. 
(1.1) LEMMA. Die Gruppe E ist eine Sylow 2- Untergvuppe van C,(E). 
Beweis. Sei N eine Sylow 2-Untergruppe von C,(E) mit N # E. Setze 
N1 = N/E und N, = Qr(Z(N,)). S ei weiter N8 das voile Urbild von N, in N. 
SchlieBlich sei Hr = N,(N). Mit dem Frattiniargument folgt, dal3 H&,(E) zu 
N,(E)/&(E) isomorph ist. Weiter ist CfH+(E) = NS, wobei die Ordnung von S 
ungerade ist. Wieder liefert das Frattmrargument, da13 N,l(S)/NcHI(x~(S) zu 
N,(E)/&(E) isomorph ist. SchlieOlich erhalten wir noch, da0 NH1(S)/S eine 
Erweiterung von C,(S) durch & ist. Da diese JY6 eine zu A, isomorphe Unter- 
gruppe enthalt, so da13 ein Element von der Ordnung drei aus dieser Unter- 
gruppe fixpunktfrei auf C,(S) operiert, folgt nun mit [5; Theorem 8.21, darj 
C,(S) = E ist. 
Wir betrachten jetzt die Gruppe N4 = NsNH1(S). Zum Beweis des Lemmas 
kiinnen wir annehmen, da0 S treu auf Na operiert. Also operiert S treu auf Nz . 
Nach [g, Lemma 2.21 ist 1 N, 1 < 2*. Also teilt ) S 1 die Zahl 35 . 5” . 72 * 17 . 
31 . 127. Da 1 A, ) von 32 * 5 geteilt wird, teilt 1 S 1 sogar die Zahl 3” * 5 . 72 . 
31 * 127. Sei jetzt L eine Untergruppe von N,/N, , die SNJN, enthalt. Weiter 
operiere ein Element von 3-Potenz-Ordnung aus L fixpunktfrei auf Na . SchlieO- 
lich sei L/(SN,/N,) zu A, isomorph. Dann zentralisiert L/(SNa/N,) alle Haupt- 
faktoren von SNa/Na . Da der Schur-Multiplikator von A, eine 2-Gruppe ist, 
folgt jetzt, da8 N4/N3 eine zu A, isomorphe Untergruppe U enthalt, so da.0 ein 
Element von der Ordnung drei aus U fixpunktfrei auf N, operiert. Anwendung 
von [5, Theorem 8.23 liefert jetzt einen Widerspruch. Damit ist N = E gezeigt. 
Bekanntlich gibt es genau eine zerfallende und eine nicht zerfallende 
Erweiterung von E durch 2s. Sei E = <xl, yl, uv, t), so hat eine Sylow 
2-Untergruppe T von H die Gestalt E<x, y, u, w> mit uz = wa = [x, w] = 
r Y, WI = b, WI = [x, %l = rx, Y,l = [x, Yl = [Y, $1 = [y, YJ = [w, XI] = 
[w, y1-J = [uv, u] = 1, x” = y, Xl% = y1 ) uv” = yluw, uv” = X,UO, 249 = X1 yrua, 
t” = xlt, P = x1 ylt, t+JJ = xlt und tU = wt. 1st die Erweiterung zerfallend, so 
ist x2 = y2 = I.&t die Erweiterung nicht zerfallend, so ist ~2 = x1 und ya = y1 . 
In jedem Fall enthalt T genau eine abelsche Untergruppe von der Ordnung 32. 
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Diese ist A = <or , yi , x, y, w}. 1st die Erweiterung zerfallend, so ist A elementar 
abelsch. Im anderen Fall ist A vom Typ (4, 4, 2). In beiden Fnllen ist 
NHWIW~~ eine zerfallende Erweiterung van A mit Z* . In N,(A) gibt 
es ein Element p mit p3 E C(A), so da13 xl0 = yr , yiO = x1 yr , .V = y, y” = 
(q-l, WD = ~0, MD = t, to = uvt und pu = p-1 gilt. 
(1.2) LEMMA. Die Gruppe A ist eine Sylow 2- Untergruppe von C,(A), falls 
H/O(H) iiber O,,,,(H)/O(N) zerf&. 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, da13 E die einzige 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 in A(uv, t) ist, die mit A 
einen Durchschnitt von der Ordnung vier hat. 
(I .3) LEMMA. Zerftillt H/O(H) iiber O,,,,(H)/O(H), so ist N,(A)/&(A) xiv 
Z4 , .Z5 , A, , A, oder L,(7) isomorph. 
Beweis. Da CN,M IC,~+V, 0 GAW4A)) = (w 0 GWICd4 ist, 
folgt, dal3 N,(A)/&(A) Diedergruppen oder Semidiedergruppen als Sylow 2- 
Untergruppen besitzt. Sei M ein minimaler Normalteiler von N,(A)/C,(A). 
Wir untersuchen zunlchst die Struktur von M. 
Sei zuerst M auf&bar. Hat M ungerade Ordnung, so iiefert die Struktur von 
Cs(2), daf3 M eine 3-Gruppe ist. Da eine zu C, isomorphe Gruppe auf M operiert, 
folgt, dafl M die Ordnung 3 hat. Dann zentralisiert aber M die Gruppe <uu, t) 
C,(A)/&(A). Dies ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, da0 M eine 
2-Gruppe ist. Da eine Sylow 2-Untergruppe von N,(A)/&(A) eine Dieder- 
gruppe oder eine Semidiedergruppe ist, liefert die Struktur von N,(A), daR 
M = {uv, t) C,(A)/&(A) ist. Insbesond,ere ist dann N,(A)/&(A) zu & 
isomorph. 
Sei jetzt M nicht auf&bar. Dann liefert die Struktur von L5(2), da0 M zu 
A, , A, , A, oder L,(7) isomorph ist. Das liefert jetzt, daB N,(A)/&(A) zu ,?Y5 , 
A, oder einer Untergruppe von Aut(A,) oder Aut(L,(7)) isomorph ist. 
Sei M zu A, oder L,(7) isomorph. Wir mtissen zeigen, daB M = N,(A)/C,(A) 
ist. Sei also M Jo N,(A),&(A). Da N,(A) C,(A)/Co(A) in M enthalten ist, 
Folgt jetzt, daB(uv, t} C,(A)/&(A) zu (UV, u) C,(A)/&(A) in NG(A)/C,(A) 
konjugiert ist. Das liefert, da8 x1 zu wxy konjugiert ist. Da x1 zu xi yr konjugiert 
ist, folgt, da8 C(q) eine Sylow 2-Untergruppe von N,(A) enthalt. Das ergibt, 
dal3 M zu L,(7) isomorph ist. Weiter hat X, genau 21 Konjugierte unter N,(A). 
Da CNGtA)(w) eine zu Z’s isomorphe Gruppe involviert, ist w nicht zu x1 kon- 
jugiert. Weiter wird w von keinem Element von der Ordnung 7 zentralisiert, das 
nicht in Cc(A) liegt. Also hat w genau 7 Konjugierte unter No(A). Da PGL(2,7) 
aber keine Untergruppe vom Index sieben be&t, folgt jetzt ein Widerspruch. 
D amit ist das Lemma bewiesen. 
(1.4) LEMMA. Zerftilh H/O(H) Z&Y O,*,,(H)/O(H), so ist N,(A)/C,(A) zu 
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.Z,, , Z5 oder A, isomorpk. Weiter ist w au keinem Element aus (x1 , y1 , x, y} in’ 
N,(A) konjugiert. 
Beweis. Sei N,(A)/&(A) zu L,(7) oder A, isomorph. Klar ist, da8 
x1 mehr als drei Konjugierte unter No(A) hat. Sei 7 ein Teiler der 
Ordnung von CN,(a)lc,(a)(x,). Dann ist N,(A)/C,(A) zu A7 isomorph. 
W&r ist G40~~)~~G~~)txl) zu L,(7) isomorph. Also hat xi genau 15 Kon-, 
jugierte unter No(A). Dann ist aber x1 nicht zu w konjugiert. Das liefert, daf3 
w vier oder zehn Konjugierte unter N,(A) besitzt. Da aber A, weder eine Unter- 
gruppe vom Index vier noch eine Untergruppe vom Index zehn besitzt, ist das 
ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, daf3 x1 genau sieben oder 21 Konjugierte unter 
No(A) besitzt. Hat xi genau sieben Konjugierte, so ist (w, x1 , yl\ = El normal 
in N,(A). Insbesondere zentralisiert jetzt No(A) die Gruppe A/E, . Dies ist 
aber ein Widerspruch. Also hat x1 genau 21 Konjugierte. Das liefert wieder, 
daB x1 nicht zu w konjugiert ist. Somit hat w vier oder zehn Konjugierte. Beides 
ist aber ein Widerspruch zur Struktur von A, bzw. L,(7). 
Wir haben somit gezeigt, daB N,(A)/&(A) zu Zb, Zs oder A, isomorph ist. 
1st N,(A)/&(A) zu ,Ze isomorph, so ist nichts zu beweisen. Sei also N,(A)/&(A) 
zu Z; oder A, isomorph. Dann hat x1 genau 15 Konjugierte unter N,(A). Das 
liefert, da13 x, nicht zu w konjugiert ist. Weiter folgt, da13 w genau 10 Konjugierte 
besitzt. Dann ist x1 zu x konjugiert. Insbesondere ist (x1 , yr , .~,y>, normal in 
No(A). Damit ist das Lemma bewiesen. 
(1.5) SATZ. H/O(H) zmfdlt nickt iiber O,,,,(H)/O(H). 
Beweis. Wir nehmen an, dal3 H/O(H) iiber O,,,,(H)/O(H) zerfallt. Dann 
folgt mit (1.4) da0 eine Sylow 2-Untergruppe T von H eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G ist. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von H’. Dann ist Tl eine 
maximale Untergruppe in einer Sylow 2-Untergruppe S von H. Wir konnen S 
so wahlen, daB w in S enthalten ist. Dann ist w in S - Tl enthalten. Alle 
Involutionen aus Tl sind in H zu x1 oder x konjugiert. Da S genau eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 enthalt, folgt mit (1.4), da13 w weder 
zu x1 noch zu x in G konjugiert ist. Jetzt liefert aber [II, Lemma (5.38)] einen 
Widerspruch. 
2. EINE MAXIMALE ABELSCHE UNTERGRUPPE EINER 
SYLOW 2-UNTERGRUPPE 
(2.1) DEFINITION. Sei B = (c, a, 6) eine abelsche Gruppe vom Rang drei 
mit o(c) = 2”, o(a) = o(b) = 2”. Weiter sei L = (uq t, u, p> eine zu .Z& 
isomorphe Gruppe. Es gelte UZF = t, P = uvt, p” = p-l und P = uvt. Wir 
setzen i = (22n’l 1 I)/3 und definieren: 
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(1) B hei& vom Typ (l.O.O), falls m = n. - 1 und cUw = c%-%-~, 
ct = ca2 ) c” = c, auu = c2d2 , at = a-l, au = b, a* = b, bD = c-2a-lb-1 
und co = c gilt. 
(2) B hei& vot~?yp (1 .l .O), f a 11 s m = n - 1 und cu” = ,fJ&-b-2&-’ 
ct = &b2”-‘, cu = cc2 , auv = &b2, a* = a-1, a” = b, a0 = b, 60 = &+-lb-i 
md co = c gilt. 
(3) B heiRt vom Typ (l.O.l), falls m = n - 1 und cuu = c-3a-2b-2, ct = 
ca2, c” = c, atm = c2ab2b2n-1 , at = a-1a2"-1 , au = b, a" = b, bo z @a-lb-l 
,und co = c gilt. 
(4) B hei& vom Typ (1.1. l), falls m = n - 1 und cUv = c-3a-2b-2a2”-‘, 
Ct = ca2b2”-1 2m-1 , CU = CC , au” = &bWnel, at z a-la2”-1, a” = b, a’ = b, 
bP = cr2a-‘b-l und co = c gilt. 
(5) B hei& vom Typ (1.2.0), falls m = n - 1 2 3, und CUD = c--ia2b-2, 
Ct = C(4-i)a2b4, p = c-1, auu = C2((22n-1)/3)ia-5ib2i, .t = C4((2en-2-7)/3)ia-7ib-3t 
, 
au = b+((2**-1)/3), a0 = b, bp = @a-lb-l und ~0 = c gilt. 
(6) B heiljt vom Typ (1.3.0), falls m = n - 1 2 3 und cuu = 
Fta2b-2a2a-’ , Ct = C(4-i)a2b4b2n-1, @i = &Zm-', @" = C2((22n-l)/8)6a--5ib21, qt = 
p((2*"-*-7)/3)ia-7tb-8i, au = bC-4((2%)/3), a~ = b, bP = r2a-lb-1 und cp = c gilt. 
(7) B he& vom Typ (1.2.1), falls m = n - 1 > 3 und cu” = c-i&-2, 
ct = ,(4-Qa2b4 
a-7ib-6ia2n-1 ' 
p = c-1 auv = C2((2en-l)/3)ia-5ib2ib2n-1 3 at = c4((22"-2-7)/3)i 
, au = bC-4((22n-l)/3), aD = b, bo = cr2a-lb-l, co = c gilt. 
(8) B heiBt vom Typ (1.3.1), falls m = n - 1 > 3 und P = 
c-ia2b-2a2”-1 , ‘-t = cM-i)a2b4b2"-1, cu = c-1c2"-1, auo = ,2((2="-1)/3)i,-6~~2i~2"-~ 
I 
.t = C4((2P"-2-7)/3)ia-7ib-8ta2"-', au = bC-4((22n- 1)/3), an = b, bo = t-2a--lb-l, c~ = 
c gilt. 
(9) B heiflt vom Typ (2.0.0), falls m = n - 2 und P = c-%-%-4, 
ct = ca4 , CL” = c, aUv = cab2, at = a-1, au = b, a’ = b, bD = c-la-lb-1 und 
c0 = c gilt. 
(10) B hei& vom Typ (2.1.0), falls m = n - 2 und P = c-3a-‘%--rla2n-1, 
‘4 = ca4b2”-1 cw = cc 
2m-l 
, auv = c2 m-i Cab2b-2”-2a2”-’ t - , ,a -c 2+'a-1a-2n-8 b2+l, 
au = bC2"'-l , up = b, 60 = c-la-lb-1 und c* = c gilt. 
(11) B hei& vom Typ (2.0.1), falls m = n - 2 und cue = c-Q-%-4, 
ct = &,c* = c, auv = c&b2n-1,at = a-l&-1, a~ = b, a~ = b, bp = c-la-lb-l 
und co = c gilt. 
(12) B he& vom Typ (2.1. I), falls m = n - 2 und P = c-3a-4b-4a2n-1, 
ct ----_ ca4b2”-1, cu z cc2 m-1 , auv = C2mR-‘& b 2 2”-aa2”-1 t - ,a -c 2m-1a-la2n-*b2n-1, au = 
bc2 RI-1, a’ = b, bO = c-la-lb-1 und CD = c gilt. 
(13) B heiRt vom Typ (2.2.0), falls m = n - 2 > 3 und cu* = c-Wr--4, 
‘-t = ,(44&s, cu = c-1, az~v = C((22n-1)/3)ia-5i~2i, at = c2((2 2"-Z-7)/3)ia-7ib--Bi 
, 
au = bC-2((22"-l);3) , a” = b, bD = c-la-lb-1 und co = c gilt. 
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(14) B hei& vom Typ (2.3.0), f 11 a s m = n - 2 > 3 und cuu = 
C-ia4b-4a2n-’ ‘-t = ,(4-i,a4bSb2”-1 , m--l c” zzz c-1$ , &V = C2m-1 ,-((Z’“-1)/3)ia-5ib2i 
b-ZneeaZnml, it = ~2~~~‘~2((22”-4-i)/3):a-7jb--8ia-211-zb2n-1, au = bC-2((2”‘-1)/3), ao _ 6, 
6~ = c-1a-1b-1 und CD = c gilt. 
(15) B hei& vom Typ (2.2.1), falls m = n - 2 23 und CU’J = c-%4b-4, 
Et = ,c4-i,,4#3 
a-7ib-8ia2n-1 ' 
CZ‘ = L-1 
) au = bC-2u22” 
&V = C((22n-1)/3)fa-5ib2(b2n-1, at = C2((22m-a-7)/3)i 
--1)i3), a” z b, 60 = c-la-lb-1 und CD : c gilt. 
(16) B hei& vom Typ (2.3.1), falls m = n - 2 > 3 und cuu = 
C-ia4b-4a2n-’ , Ct = C(4-i)a4&3b2n-1 p = C-1C2m-1 p = C2m-1 C((2en-l)/3Jia-Eiib2i 
b2n-za2”-1, at = ,2”1,2((22”--P-7)~3)~a-7jb-Qja2n~zb2n~~, au = bC-2((22n-1)/3), ao = 6, 
6~ = c-klb-l und CD = c gilt. 
(17) B hei& vom Typ (3.0.0), falls m = n und cuw = c-3~lb-l, cf = ~a, 
c” = C, auV = c4ab2, at = a-1, au F b, a” = b, bn = c-da-lb-1 und CD = c gilt. 
(18) B he& vom Typ (3.1.0), falls 732 = n und cu” = c-aa-lb--l&-l, 
ct xr Cab2”-1 , cu E cc 2%-l , a"'u = c4ab2,at = u-l,a~ = ZI,~P = 6, 60 = c-4a-~p 
und co = c gilt. 
(19) B hei& vom Typ (3.2.0), falls m = n > 3 und ~~10 = c-i&r, 
Ct = ,(4-i,,b2, cu = +, auu = C4((22n-1)/3)ia-5db2i, at = $((2an-2-7)/3)ia-7ib-3i 
9 
au = b&+((Zen-1)/3), QP _ b, 68 _ c-4a-lb-1 und CD _ c gilt. 
(20) B heif3t vom Typ (3.3.0), falls m = n > 3 und cuu = c-$&-@‘-~, 
‘-t = C(4-i)ab2b2n-1, cu = c-lc2"-', auv = c4((22"-1)/3)ia-5ib2i, at = C3((2*"-e-7)/3)i 
a-7ib-8i , aU = bC-8((2""-1)/3), QD = 6, bo _ c-4a-lb-1 und CD = c gilt. 
(21) B he& vom Typ (3.2.1), falls m = n = 3 und cuu = c-s&r, 
ct T cab2 cu = c-1 au’> = @&J, at = a-1, a11 = b, 00 = 6, bo = c4~-lb-1 und 
CO = c gilt. 
(22) B heiRt vom Typ (3.3.1), falls m = n = 3 und cue = c-a&-r, ct = 
tab-2, c” = ~3, aU” = Pab2, at = a-1, au = b, a” = b, bD = &-lb-l und co = c 
gilt. 
Bemerkung. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe van H. Dann enthalt T eine 
Untergruppe vom Typ (1.0.0). Wir k Gnnen also annehmen, da13 eine Sylow 
2-Untergruppe S van G eine abelsche Untergruppe B enthalt, die von einem der 
in (2.1) genannten Typen ist. 
(2.2) LEMMA. Sei B vom Typ (1.0.0). Sei C eine Untergruppe von C,(B), so 
daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (3.0.0), (3.1.0), 
(2.0.0) oder (2.0.1). 
Beweis. Sei zuerst ! C/B / = 2. Dann gibt es ein d E C -- B mit d2 = c. 
Je nachdem, ob d” = d oder dU = dc2”-l ist, folgt jetzt, dab C vom Typ (3.0.0) 
oder (3.1 .O) ist. 
Sei jetzt 1 C/B j = 4. Dann ist /[C, p]/[B, p]; = 4. Weiter operiert u auf 
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[C, p], Also gibt es ein Elementfin [C, p] - [B, p], das von u zentralisiert wird. 
Jetzt folgt die Behauptung wie in [lo, Lemma (2.7)]. 
(2.3) LEMMA. Sei B worn Typ (2.0.0). Sei C eine Untergruppe van C,(B), 
so daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.0.0) oder 
(1.1.0). 
Beweis. Wie in [lo, Lemma (2.8)] folgt 1 C/B / = 2. Jetzt folgt die Be- 
hauptung wie in (2.2). 
(2.4) LEMMA. Sei B vom Typ (3.0.0). Sei C eine Untergruppe von C,(B), so 
da&’ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.0.0) oder 
(1.0.1). 
Beweis. Die Behauptung folgt wie in [lo, Lemma (2.9)]. 
(2.5) LEMMA. Sei B vom Typ (1 .O.l). Dann ist C,(B) = B. 
Beweis. Die Behauptung folgt wie in [lo, Lemma (2.10)]. 
(2.6) LEMMA. Sei B vom Typ (2.0.1). Sei C eine Untergruppe von C,(B), 
so daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # 3, so ist C vom Typ (1.0.1) oder 
(1.1.1). 
Beweis. Die Behauptung folgt wie in (2.3). 
(2.7) LEMMA. Sei B vom Typ (1.1 .O). Dann ist C,(B) = B. 
Beweis. Sei C # B eine Untergruppe von C,(B), so daB C/B ein minimaler 
L-Modul ist. Sei zuerst 1 C/B 1 = 2. Sei weiter d E C - B mit d2 = c und do = d. 
Da u auf(d) operiert, folgt jetzt n = 3. Weiter ist d” = d-l oder d” = d3. Nun 
folgt nvd = ab-hv mit s E (a4, b4). Weiter ist td = c2ab2sot. Dann ist aber 
<uvd, td) nicht abelsch. Das ist ein Widerspruch. 
Sei also 1 C/B / = 4. Dann gib? es ein f~ C mit f” = ab. Das liefert tf = 
c-1a-2b-1st mit s f Q,(B). D ann ist aber (tf)2 # 1. Das ist wieder ein Wider- 
spruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.8) LEMMA. Sei B vom Typ (3.1.0). Sei C eine Untergruppe von C,(B), 
so dap C/B ein minimaler L-Mod& ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.1.0) oder 
(1.1.1). 
Beweis. Die Behauptung folgt wie in [IO, Lemma (2.9)]. 
(2.9) LEMMA. Sei B vom Typ (1.1 .I). Sei C tine Untergruppe von C,(B), 
so da$3 C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C + B, so ist C vom Typ (2.1.0), 
(2.1.1), (3.2.1) oder (3.3.1). 
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Beweis. Sei zuerst j C/B i = 2. Wie in (2.7) folgt jetzt n = 3. Sei wieder 
d E C - B mit d2 = c und do = d. Dann erhalten wir uvd = c%b-lsuv mit 
s E (d’). Je nachdem, ob dU = d-l oder d’” = d3 ist, folgt jetzt, dal3 C vom Typ 
(3.2.1) oder (3.3.1) ist. 
Sei jetzt / C/B / = 4. Dann gibt es ein f~ C mit f” = ab und f u = f. Das 
liefert uvf = c2 m-1c%ba2n-ebZn-2uv. Weiter erhalten wir tf = C-1a-2b-lb2”-2a2n-1st 
mit s E ((ab)2”-‘>. Setze jetzt g = f p und h = go. Setze weiter g, = c-‘g-r und 
h, = c-V+. Berechnet man nun uvgl, t@l, UV~’ und PI, so sieht man leicht, 
dal3 Cvom Typ (2.1.0) oder (2.1.1) ist. 
(2.10) LEMMA. Sei B vom Typ (2.1.0). Sei C eine Untergruppe von C,(B), so 
da@ C/B ein minimaler L-Mod& ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.2.1) oder 
(1.3.1). 
Beweis. Klar ist j C/B / = 2. Das liefert n = 4. Jetzt folgt die Behauptung 
wie in (2.3). 
(2.11) LEMMA. Sei B vom Typ (2.1.1). Sei C eine Untergruppe van C,(B), so 
daQ CfB ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.2.0) oder 
(1.3.0). 
Beweis. Die Behauptung folgt wie (2.10). 
(2.12) LEMMA. Sei B vom Typ (1.2.0). Sei C eine Untergruppe van Cs(B), so 
daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (3.2-O), (3.3-O), 
(2.2.0) oder (2.2.1). 
Beweik. Sei zuerst 1 C/B j = 2. Dann gibt es ein d E C mit d2 = c und dD = d. 
Das liefert U& = c-(i+1)/2ab-1suv mit s E (a2”-I). Jetzt folgt sofort, dal3 C vom 
Typ (3.2.0) oder (3.3.0) ist. 
Sei jetzt 1 C/B j = 4. Dann gibt es einfe C mitf2 = c-4a-3b-a und [f, U] = 1. 
Dann kann man f so wahlen, daD uv ’ = c4a3bQv und tf = c1~%2bst mit s E 
((ab)3”-1) erfiillt ist. Setze g = fD. Dann ist tg = c-k3t und z@’ = 
c-5ia-2b-1s%v. Setze weiter h = g”. Dann &t Uvh = C-2U22"-1)/3)-3a-l~-2s~-1uv 
und th = c-5i+2ab-1sD-1t. Weiter ist g 7c = h. 1st s = 1, so gilt ho = g-IA-‘. 
1st s = (ab)2n-1, so gilt h0 = g-1h-1c2m-1. Im ersten Fall setze h, = h, g, = g. 
Im zweiten Fall setze h, = cZqn-‘h und g, = g@-l, Dann gilt in beiden Fallen 
~~~ = h, und h,~ = g;%;‘. Setze weiter g, = cp’gr und h, = c-lh, . Dann ist 
92 *A = c2h, und h2P = c-“g;‘h,‘. Setze jetzt g, = g,i und h, = h2i. Dann gilt 
(93Y = 6 (h3)2 = 6, (g3)U = czih3 und h3P = c-lg;‘h$. Da 2i E 
-2(22’n+i) - 1)/3 (mod 2n+l) ist, gilt (g3)u = c-2(22’n+“-1)/3h3 . Berechnet man 
jetzt ~~93 und tg3 und benutzt dabei, da8 i = (22(n+‘l+1 + 1)/3 (mod 2”+l), 
(22% - 1)/3 = (2a(“+r) - 1)/3 (mod 2”+1) und (22’+2 - 7)/3 = (2a(n+1’-2 -
7)/3 (mod 2”+1) ist, so erhnlt man, daB C vom Typ (2.2.0) oder (2.2.1) ist, je 
nachdem ob s = 1 oder (ab)2”-’ ist. 
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(2.13) LEMMA. Sei B vom Typ (2.2.0). Sei C eine Untergruppe von Cs(B), 
so daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.2.0) oder 
(1.3.0). 
Beweis. Klar ist j C/B / = 2. Also gibt es ein d E C mit d‘J = c und do = d. 
Das liefert uvd = c-fl+1)12a2b-2suv mit s E (a2”-‘). Dann ist C vom Typ (1.2.0) 
oder (I -3.0). 
(2.14) LEMMA. Sei B vom Typ (3.2.0). Sei C eine Untergruppe van Cs(B), 
so daJ C/B ein mitzimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.2.0) oder 
(1.2.1). 
Beweis. Klar ist / C/B 1 = 4. Jetzt folgt die Behauptung wie in (2.12). 
(2.15) LEMMA. Sei B vom Typ (1.3.0). Dann ist C,(B) = B. 
Beweis. Klar ist j C/B j = 4. Dann gibt es ein f~ C mit f 2 = c-4aa-W3. 
Jetzt sieht man wie in (2.7), daB tf keine Involution sein kann. 
(2.16) LEMMA. Sei B vom Typ (3.3.0). Sei C eine Untergruppe von Cs(B), 
so day C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (1.3.0) oder 
(1.3.1). 
Beweis. Die Behauptung folgt genau so wie in (2.12). 
(2.17) LEMMA. Sei B vom Typ (1.2.1). Dann ist C,(B) = B. 
Beweis. Sei wieder C eine Untergruppe von C,(B), so dal3 C/B ein minimaler 
L-Modul ist. Weiter sei C # B. 
Sei zumichst / C/B / = 2. Dann gibt es ein d E C mit d2 = c und dp = d. 
Man sieht jetzt leicht, da13 man d so wahlen kann, da13 UV& = C2m-1C-(i+1)/2ab-1sU2, 
mit s E (a2”-‘, b2%-r) gilt. Das liefert dann td = C-(i+1)/2+2ab2s~C2--1t. Da je zt aber 
(z&, P) nicht abelsch ist, erhalten wir einen Widerspruch. 
Sei nun ( C/B 1 = 4. Dann gibt es ein f E C mit f 2 = a3. Das liefert uvf = 
C(2”n-1):3a-4bb2n-as11v mit s E Q,(B). Dann ist aber ILV~ keine Involution. Dieser 
Widerspruch beweist das Lemma. 
(2.18) LEMMA. Ski B vom Typ (2.2.1). Sei C eine Untergruppe van C,(B), 
so daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C f B, so ist C vom Typ (1.2.1) oder 
(1.3.1). 
Beweis. Klar ist 1 C/B 1 = 2. Nun folgt wie in (2.12) die Behauptung. 
(2.19) LEMMA. Sei B vom Typ (3.2.1). Dann ist C,(B) = B. 
Beweis. Sei wieder C eine Untergruppe von Cs(B), so dal3 C/B ein minimaler 
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L-Modul ist. Weiter sei C # B. Klar ist 1 C/B ; = 4. Nun folgt wie in (2.17) ein 
Widerspruch. 
(2.20) LEMMA. Sei B vom Typ (1.3.1). Sei C eine Untergruppe von C,(B), 
so daJ C/B ein minimaler L-Modul ist. Ist C # B, so ist C vom Typ (2.3.0) oder 
(2.3.1). 
Beweis. Klar ist / C/B / = 4. Dann gibt es einfE C mitf2 = c4a-3b-” und 
[f, u] = 1. Das liefert dann uvf = cZ’“~1c4a3b3a2”-2b2n~auv und tf = 
,++2i$bb2nm2&-1St mit s E ((&)2”-‘). Jetzt folgt wie in (2.12) die Behauptung. 
(2.21) LEMMA. Sei B vom Typ (2.3.0) oder (2.3.1). Dunn ist C,(B) = B. 
Beweis. Da m > 3 ist, folgt sofort die Behauptung. 
(2.22) LEMMA. Sei B vom Typ (3.3.1). Dunn ist Cs(B) = B. 
Beweis. Sei C eine Untergruppe von C,(B), so daR C/B ein minimaler 
L-Modul ist. Sei weiter C # B. Klar ist dann 1 C/B : = 4. Dann gibt es ein 
f E C, so da8 f 2 = b erftillt ist. Berechnet man jetzt uv’, so sieht man leicht, dal3 
uv/ keine Involution sein kann. Das ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen. 
(2.23) SATZ. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von G, die (A, uv, t, u} enthiilt. 
Dann enthiilt S eine Untergruppe D, auf der L = (uv, p, u> operiert. Weiter ist D 
von einem der in (2.1) angegebenen Typen. Es ist A C D und C,(D) = D. 
(2.24) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Weiter sei D vom Typ 
(l.i.j) und Q,(D) zu 2, x 2, x 2, isomorph. Setze D, = P(D). Dunn sind alIe 
Involutionen von CNStD)(D1) in Q,(D) enthalten. Weiter ist jede Untergruppe 
B s Z,, x Z,,+, x Z,,+, , mit h < n - 1, von CNS&DI) in D enthalten. 
Ist CN&Dl) n C,(Q+,(D)) # D, so ist diese Gruppe zu D(s) mit c = s2 und 
[s, D] = [p, sZ,(D)] isomorph. 
Beweis. Sei F eine Untergruppe von CNStD)(D1), die D enthalt. Weiter sei 
I # F/D ein irreduzibler L-Modul. Setze D, = D/Q,(D). Dann ist D, eine 
L-invariante Gruppe. Es ist D, vom Typ (1.l.m). 1st insbesondere El = 
CD~(<UV, t>), so ist N,w,,I(E~<uv, t>) zu N,(,)(E) isomorph. Weiter gilt 
F[, D2] = 1. 
Sei zuerst 1 F/D 1 = 2. Dann ist F/Q,(D) vom Typ (3.g.h). Also ist F = D(s) 
mit s2 : c und [s, D] = [p, Q,(D)]. 
Sei jetzt ‘F/D / = 4. Dann ist F/Q,(D) vom Typ (2.g.h). Das liefert F = 
D<e, f) mit ea = a, f” = 6, c” = caznml, cf = cb2n-1. Da (c2, e, f) nicht abelsch 
sein kann, folgt jetzt [e, f] = Cam-*. Insbesondere ist F nicht in C(Q,-r(D)) 
enthalten. 
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Sei jetzt Fl eine Untergruppe von CNS(D)(Dl)r die F enthalt. Weiter sei 1 + 
FJF ein irreduzibler L-Modul. 
Habe zunachst F/D die Ordnung vier. Hat F,/F die Ordnung vier, so folgt 
C,l(Q,-,(D)) # D. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist I FJF 1 = 2. Sei 
C,l(f2,-,(D)) = D. Dann gibt es inF1 - F ein Element s1 , das von p zentralisiert 
wird. Weiter ist c81 = c@-‘. Dann ist es1 = er mit Y E Q,(D). Da (Q in C(F) 
liegt, folgt YQ = r-i. Das liefert Y E Q,(D)c. N un folgt aber mit der Operation 
von p leicht ein Widerspruch. Also ist C,l(J2n,,-,(D)) # D. Das liefert Fl = 
F(s) mit s2 = c und [D, s] = [p, Q,(D)]. 
Habe nun F/D die Ordnung zwei. Da es in Dsuv keine Involutionen gibt, folgt 
[Fl , (uw, t)] c D. 1st 1 F,/F ~ = 4, so erhalten wir in Fl eine Untergruppe F2 
mit 1 FJD / = 4, die ein irreduzibler L-Modul ist. Nun folgt wie oben die 
Struktur von Fl . Sei also 1 FJF ! = 2. Nach [9, Lemma 21 ist D/52,(D) nicht 
zu A isomorph. Also ist F/Q,(D) vom Typ (3.p.q), wobei NP:R,(D)(CFIR2(D)((~~, 
t))(zca, t)) zu N,(E) isomorph ist. Da [F, ,F] in 5&(D) enthalten ist, folgt nun 
ein Widerspruch. 
Somit haben wir zunachst gezeigt, dal3 CNscD)(D1) n C(Q,-,(D)) zu D oder 
D(s) isomorph ist. Weiter sind offensichtlich alle Aussagen des Lemmas fur 
Fl richtig. Es bleibt noch zu zeigen, da13CNscn,(D,) zu einer Untergruppe von Fl 
isomorph ist. 
Sei FS eine Untergruppe von CNs&Dl), die Fl enthalt. Weiter sei 1 + FJF, 
ein irreduzibler L-Modul. Wegen der Struktur von C(Qn,-,(D)) folgt, da13 
1 F,/F, / = 2 ist. Dann gibt es wieder ein s, mit csl = x2”-‘. Wie oben folgt ein 
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.25) LEMMA. Die Bexeichnungen seien wie in (2.23). Sei weiter D worn Typ 
(2.i.j) und D,(D) zu 2, x 2, x 2, isomorph. Dunn ist C,s(,,(U1(D))/D elementar 
abelsch oon der Ordnung htichstens acht. Weiter ist jede C’ntergruppe B von 
CNs&P(D)), die zu Z,, x Z,,+, x 2,~ , mit k < n - 2, isomorph ist, 
in C(Q.+,(D)) enthalta. Ist C,s(&P(D)) n C(Q,-,(D)) f D, so ist diesc 
Gruppe zu D(s) mit s2 = c und [s, D] = [p, Q,(D)] isomorph. 
Beweis. Es ist D/O,(D) vom Typ (2.g.h). Sei F eine Untergruppe von 
CNs(@l(D)), die D enthalt. Weiter sei 1 # F/D ein irreduzibler L-Modul. 
Dann ist ) F/D 1 = 2. Das liefert F = D(sj mit s2 = c und [s, D] = [p, Q,(D)]. 
Nun ist F/&(D) vom Typ (1.l.m). Weiter ist sZ,(FjsZ,(D)) zu 2, x Z, x Z, 
isomorph. Nun folgt die Behauptung sofort mit (2.24), da es kein Element r 
mit r2 = s in CN+(bl(D)) geben kann. 
(2.26) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Sei B 4 C,s&Q,(D)). 
Ist B # D zu D in G konjugiert, so ist D vom Typ (3.k.j)fiir geeignetes k und j. 
Beweis. Sei D nicht vom Typ (3.k.j). Sei weiter Q,(D) zu Z, x 3, x 2, 
isomorph. Wahle jetzt i so, daB B, = ai nicht in D enthalten ist, aber 
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fli+r(B) in D enthalten ist. Sei zuerst B # B, . Dann ist [B, , sZ,(D)] = 1. 
Also ist B, in C&Y(D)) enthalten. Mit (2.24) liefert das, daB D vom Typ (2.e.f) 
ist. Weiter ist B, in C@,-,(D)) enthalten. Weiter folgt mit (2.25), dal3 / B, : 
B, n D 1 = 2 ist. Also ist B, = V(B). Da B nicht in C,@,-,(D)) enthalten ist, 
folgt, dal3 CD(Bl)/(D n B) eine zu Z, isomorphe Untergruppe enthilt. Da B in 
C&&(D)) normal ist, folgt nun mit (2.25), da13 B nicht zu D konjugiert sein 
kann. 
Somit haben wir B = B, gezeigt. Dann ist P(B) in D enthalten. Nun ist 
Q,(D) = &(B). Weiter ist &2,(B) zentral in CNs(D~(sl,(D)). Also ist C,s(,,(ln,(D)) 
eine Sylow 2-Untergruppe von C(SZ,(B)). Indem wir nun B und D vertauschen, 
kijnnen wir annehmen, da8 B die Gruppe W(D) zentralisiert. Nach (2.24) ist 
dann D zu Z, x Z,, x Z,, isomorph. Weiter ist B nach (2.25) in C(f&(D)) 
enthalten. Das ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 D = A oder zu Z, x Zs x Zs isomorph ist. 
Sei zuerst D = A. Sei F eine Untergruppe von C,(&(D)), die A enthalt, so 
dal3 1 =f F/A ein irreduzibler L-Modul ist. Dann folgt mit [9, Lemma 21 F = 
A(s) mit s2 E A. Weiter gibt es in Asuo keine Involutionen. Jetzt liefert wieder 
[9, Lemma 21, daD F = C,+,(QJA)) ist. Das widerspricht aber B _C F. 
Also ist D zu Z, x Zs x Zs isomorph. Sei wieder F eine Untergruppe von 
Gsm(Ql(D))~ die D enthllt, so da8 1 #F/D ein irreduzibler L-Modul ist. 
Weiter wollen wir annehmen, dal3 F in C(A) enthalten ist. 
Sei zuerst /F/D / = 4. Dann gibt es ein Element r EF - D mit uv7 = vv 
und ur = d4, br = ba4. Weiter kiinnen wir Y so wahlen, da13 tr = cut gilt. 
Dann wird aber Erab von p normalisiert. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist 1 F/D / = 2. Weiter gibt es ein r EF - D mit uT = a5 und b’ = b5. 
Nun kijnnen wir r mit [Y, p] = I wlhlen. Dann ist r2 = c und uv7 = (ab)2u~. 
Nun sieht man leicht, da13 F = C,?(,)(A) gilt. Sei jetzt Fl eine Untergruppe von 
C,s(,)(Ql(D)), die F enthilt. Welter sei 1 # F,/F ein irreduzibler L-Modul. 
DaF = C,,(A) ist, und F/Q,(A) zu A isomorph ist, folgt jetzt mit [9, Lemma 21, 
dal3 FJF die Ordnung zwei hat. Wie oben erhalten wir jetzt, daD Fl = 
CN&&(D)) ist. 
Es ist W(B) in C(A) enthalten. 1st CNs(D)(A) = D, so ist W(B) in D enthalten. 
Dann ist aber B in C(A) enthalten. Das ist ein Widerspruch. Also ist 
CNS(o)(A) f D. Da B nicht in F enthalten sein kann, folgt, da13 C(A) r\ B 
nicht in D enthalten ist. Offensichtlich ist aber / D : D n B / < 4. Insbesondere 
ist W(B) in D enthalten. Also ist B in C(A) enthalten. Das widerspricht aber der 
Struktur von F. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.27) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Sind alle Involutionen 
aus Q,(D) in G konjugiert, so ist D vom Typ (3.i.j) fiir geeignetes i und j. 
Beweis. Setze S, = N,(D). Sei weiter D nicht vom Typ (3.i.j.). 
Wir zeigen zunachst S = S, . Es ist Q&S,)) > In,(D). Sei 1 S, : S, / = 2. 
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Dann ist S, in N(CN,~,&2,(D))) enthalten. Weiter ist aber S, nicht in N(D) 
enthalten. Das liefert letzt mit (2.26) einen Widerspruch. 
Sei c, E Q,(D) so gewahlt, dab Cs(c,) = C,(Qr(D))(u) ist. Da nicht alle 
Elemente aus Q,(D) in N,(D) konjugiert sind, folgt, da13 es in C,(c,) eine Unter- 
gruppe B # D gibt, die in G zu D konjugiert ist. Es geniigt zu zeigen, 
dab B in C&(D)) enthalten ist. 
Sei also B $ Cs(QI(D)). Dann gibt es in &(B) eine Involution T, die D/Z(S) 
zentralisiert. Mit (2.24) bzw. (2.25) folgt jetzt, da13 D = A oder zu Z, x Zs x Zs 
isomorph ist. 
Sei zuerst D = A. Dann liefert [9, Lemma 21, da13 C,(Q,(A)) = A(Y) ist. 
Das ist aber nicht miiglich. 
Sei jetzt D zu Z, x Zs x Zs isomorph. Dann ist r in C(A) enthalten. Wie in 
(2.26) erhalten wir, dab F = C(A) die Gruppe D mit dem Index zwei enthalt. 
Da aber F’ # Z(S) ist, folgt wieder ein Widerspruch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
(2.28) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Sind nicht alle h’lemente 
aus Q,(D) in G honjugiert, so ist D worn Typ (2.0.0), (2.0.1), (I.O.O), (1.0.1) oder 
(3.0.0). 
Beweis. Sei D von einem anderen Typ als im Lemma angegeben. Dann ist u 
in N(D) immer zu wu konjugiert. Jetzt liefert die Struktur von H, daB u zu quo 
konjugiert ist. Weiter ist wegen u ~wu such w NU in G. 1st D # A, so ist 
aber immer X~V zu UZI konjugiert. Das liefert jetzt aber wegen w - u - xyuv - 
uo - (~y)~ einen Widerspruch zu der Annahme, dal3 nicht alle Elemente in 
52,(D) konjugiert sind. 
3. DIE STRUKTUR VON S 
(3.1) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Weiter sei D vom Typ 
(1.0.0). Setze R = Ns(D) n C&$(D)). 1st C eine Untergruppe won R, so daD D 
in C enthalten ist und 1 # CID ein minimaler L-Modul ist, so ist ( C : D / = 2. 
Beweis. Sei 1 C : D / = 4. Dann gibt es ein Element Y E C - D mit uv” = 
uv. Weiter operiert r auf (cab). 
Sei zuerst (cab)’ = cab. Dann gilt cT = c”(ab)i mit p, j < 2”. Es gilt 
c”(ab)i = c(u”~““) = (c-3(ab)-2)7uv = (c-“(ab)-j c-z(ab)--2)uU 
= c3P(&)3P c-45(&)-35 c-2(&)-2. 
Das liefert p = 2j + 1 (mod 2+1). Weiter gilt c = CT’ = (cQ+l(ab)j)’ = 
,cj+l)tZj+l)(ab)j(j+l) c5(ab)j. D a j durch vier geteilt wird, folgt jetzt j = 0 (mod 
2”-‘). Damit haben wir die beiden Moglichkeiten cr = c und cr = c(ab)z*-I. 
468 GERNOT STROTH 
Sei zuerst cT = c. Dann folgt (ab)’ = ab. Wegen [t, r] ED, folgt dann ur = 
u(ub)f-’ und b’ = @&I)~~-~. Das widerspricht aber / C/D ( = 4. 
Sei jetzt cr = c(~b)~~~l. Dann folgt leicht a7 = ab2n-1 und b7 = ba2n-1. Dann 
ist Y in C(D/L$(D)) enthalten. 1st D # A, so ist D/L’,(D) = D, eineL-invariante 
Gruppe vom Typ (1.0.0). Also ist C/Q,(O) vom Typ (2.e.f) fiir geeignetes e 
und f. Das liefert jetzt y2 E ubQ,(D). W g e en [ r, ab] # 1 ist dies ein Wider- 
spruch. 1st D = A, so erhalten wir mit [9, Lemma 21 einen Widerspruch. 
Sei jetzt (cab)r = 0~b(a6)~“-l. Mit den gleichen Rechnungen wie oben erhalt 
man dann wieder cT = c oder cr : am”-‘. 1st cr = c, so folgt wieder a’ = 
abznml und b’ = b&ml, Wie oben erhalten wir dann wieder einen Widerspruch. 
Sei cT = c(ub)2”m’. Dann ist (ab)P = ab. Dann folgt a’ = a und br = b. Nun 
folgt aber, da u + UC~~-‘, daR C eine charakteristische abelsche Untergruppe 
enthalt, die zu Z,,-, x Z,,., x Z yI+1 isomorph ist. Diese enthalt A. Das ist 
aber unmoglich. 
Sei jetzt (cub)’ = (cub)-l. Dann folgt cl’ = c-l oder cr = c-1(ub)2nm1. Wegen 
/ C/D 1 = 4 und D # A ist das aber nicht moglich. 
Sei zuletzt (cab)r = (cub)-1(ub)2”-‘. Dann folgt wieder P = c-l oder cr = 
c-1(ub)2n-m1. Beides ist aber bei / C/D 1 = 4 nicht moglich. 
(3.2) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.1). Dunn gilt eine der fol- 
genden Aussugen. 
(i) R = D. 
(ii) R = D(e) mit cc = c, a@ = a8-‘, be = bb2”-1, e2 = ~-l$-‘, uve = 
c2ubuv te = a-lt undue = II. 
(iii) R = D(e) mit ce = c-1, a” = u-l, be = b-l, e2 = I, UVY 7 c2ubuv, 
t” = u-9 und ue = u. 
a-‘a2 - > n 1 be = b-lb2"-l, ,2 = c2"-2, 
Beweis. Sei C eine Untergruppe von R, die D enthalt. Weiter sei C so1 
gewahlt, daB 1 # C/D ein minimaler L-Modul ist. Dann folgt mit (3.1) 
/ C/D 1 = 2. Somit gibt es in C - D ein Element e mit [e, p] = 1. Also ist 
e2 in (c) enthalten. Da nach (2.27) nicht alle Elemente aus Q,(D) konjugiert sind, 
folgt jetzt [u, e] = I. Also k&men wir z& = c2ubuv annehmen. Das liefert 
tc = a-lt. 
Sei zuerst (cub)e = cub(ub)2”~ I. Dann ist C = D(e). Weitcr geltcn die in (ii) 
angegebenen Relationen. 
1st (cub)” : (cub)-I, so erhalten wir (iii). Weiter ergibt sich (iv), falls (cub)? = 
(cub)-1(uh)271-1 ist. 
Sei jetztP eine Untergruppe von R, die C enthalt. Weiter sei F so gewtihlt, dal3 
1 + F/C ein minimaler L-Modul ist. Da es in Deuv keine Involutionen gibt, 
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folgt [F, (UV, t)] _C Ld. Das liefert jetzt mit (3.1), da13 F/D die Ordnung vier hat 
oder eine Quaternionengruppe von der Ordnung acht ist. 
Sei zuerst F/D s Qs . Dann gibt es in F ein Element f mit fz = es, s E D, 
und f” = f-lr, Y E D. Nun gibt es aber in C/W(D) kein Element, das uv zen- 
tralisiert und nicht in o/al(o) liegt. Al so sind jetzt alle Elemente in der Neben- 
klasse (D/P(D))uv konjugiert. Das liefert, dal3 uv zu cluv mit If P(D) kon- 
jugiert ist. Das ist aber nicht moglich. 
Sei jetzt /F/D 1 = 4. Sei weiter zunachst (F, u)/D eine Diedergruppe von der 
Ordnung acht. Dann gibt es ein Elementfin F - C mitf” = fecp fur geeignetes 
p. Das liefert dann aber e2 = 1. Weiter ist D # A nach [9, Lemma 21. Nun ist 
D/Q,-,(D) zu A isomorph. Weiter zentralisiert e nicht diese Gruppe. Mit [9, 
Lemma 21 folgt, daB CFIRnmI ~,,(0/52,_,(0)) > D/Q,-,(D) ist. Das ist aber ein 
Widerspruch. 
Also ist [F, ~1 in D enthalten. Das liefert jetzt, da8 F/D zyklisch ist. Dann gibt 
es ein f E F - D mit f 2 E e(c). Weiter ist uvf = ruv mit Y E Cn(z1). Dann kiinnen 
wir aber 0.B.d.A. uvf = uv annehmen. Das ist ein Widerspruch. Damit ist 
R = C gezeigt. 
(3.3) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). 1st D vom Typ (1 .O. I), so 
ist N,(D) n C,&(D)) = D. 
Beweis. Sei ruv mit r E C,(u) eine Involution. Dann ist ruv zu uv oder 
c2c2n-*abuv in (D, uv} konjugiert. 
Sei jetzt C eine Untergruppe von Ns(D) n Cs(Qn,(D)), die D enthalt. Weiter 
sei C so gewahlt, dal3 1 # C/D ein minimaler L-Modul ist. Dann gibt es, da 
wegen (2.27) u nicht zu czn-’ 11 konjugiert ist, immer in C - D ein Element e 
mit u” = u. Weiter ist dann uv” = YUV mit r E C,(u). Also konnen wir UV~ = uv 
oder uve = c2c2”-‘abuv annehmen. 
Sei zuerst uve = uv. Dann ist te = st mit s E CD(uv). Da st = s-l gilt, sieht 
man nun leicht, da8 es in De ein Element aus H geben mul3. Das ist aber ein 
Widerspruch. 
Sei jetzt uve = c~c~“~~&v. Dann ist te = st mit s E (c2a2b2, b2n-1)a--1b2”-“. 
Wir kijnnen also t” = a-lbzn-‘st mit s E (b2”-‘> annehmen. Dann folgt aber 
tP = tueu = c2n~za~la2n-z(ab)2"-1 sUt. Das ist aber ein Widerspruch. 
(3.4) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Setze R = N,(D) n 
C,(Q,(D)). 1st D vom Typ (2.0.0), so ist R zu einer der folgenden Gruppen iso- 
morph. 
(i) D(e) mit c” = c, ac = au 2%-l, be = bb9n-1, uve = (cub)2 uv, te = 
a-9, up = u und e2 = c-1. 
(ii) D(e) mit c” = c-l, ae = a-1, be : b-1, e2 = 1, uve = (c&)2 uv, 
te = r2t und up = u. 
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(iii) D(e) mit ce = c-1, ae = o-1, 66 = b-1, $ = 1, ur.~f = &uv, 
te = a+! und u” = u. 
(iv) D(e) mit ce = c-l, a” = a-l, be = b-l, e2 = 1, Eve = (cub)3 uv, 
te = u-3t und ue = u. 
(v) D(e) mit ce = c-1, ue = u-1&-1, be = b-l@“-‘, e2 = ], uve = 
(cu~)~ uv, te = u-9 und ue = u. 
(vi) D(e) mit co = c-1, & = o-1&“-‘, be = b-r&a”-‘, $ = can-‘, uve = 
cubuv, te = a-lt und ue = u. 
(vii) D(e) mit ce = c-1, Us = u-luZ”-‘, be = b-lb2n-1, e2 = c2n-3, Uve = 
(cab)3 uv, te = a-9 und ue = u. 
(viii) D(e,f> mit ce = c, ue = u&-l, 6” = bbsnml, e2 = c-1, uve = 
(cub)2 uv, t” = u-2t, ue = u, cf = c-1, uf = u-l, bf = b-l,f2 = 1, uvf = cabuv, 
tf = u-It, uf = u und ef = e-@-‘. 
(ix) D(e, f) mit ce = c, ue = auf-‘, 6” = bb2”-l, e2 = c-1, uve = 
(cub)2 uv, te = u-2t, u” = u, cf = c-1, .f = u-1, bf = b-1, f” = 1, ud = 
(cub)3 uv, tf = u-9, uf = u und ef = e-1c2n-s. 
(x) D(e, f> mit n > 3 und cf = c, uf = a&-e, bf = bbf-‘, uf = u, 
uvf = cubuv, tf = u-It, f2 = e und e2 = c-1$‘-‘. 
(xi) D. 
Beweis. Sei wieder C eine Untergruppe von R, die D enthalt, so dab 1 # 
C/D ein irreduzibler L-Modul ist. 1st 1 C/D 1 = 4, so gibt es ein Element 
e E C - D mit uve = uv. Dann k&men wir Ee = ($“-l, ban-l, t~v, c(ub)zt) 
annehmen. Dann wird aber E cab von p normalisiert. Also gibt es in C - D ein 
Element, das p zentralisiert. Das ist aber ein Widerspruch. Somit ist 1 C/D 1 = 2 
gezeigt. 
Sei jetzt e E C - D mit e2 E (c) und [e, p] = 1. Wegen (2.27) ist u nicht zu 
c2n-3u in G konjugiert. also ist ue = u. 
Sei zuerst (c(&J)~)~ = c(ub)2. Dann folgt cc = c, ue = u&-l, 6s = bbz”-l. 
Nun kijnnen wir U@ = (cub)9 uw mit p E (1, 2, 3) annehmen. Die Berechnung 
von ur? liefertp = 2. Also ist e2 = c-1. Das liefert (i). 
Sei jetzt (c(ab)a)e = (c(ub)2)-1. Dann folgt ce = c-r, (8)~ = u-a, (62)e = b-2. 
Das liefert ue = u-l, bE = b-1 oder a” = u--1&-‘, b” = b-lbz”-l. Weiter haben 
wir uve = (cub)9 uv mit p E {1,2, 3). Das liefert nun (ii)-(vii). 
Sei jetzt (c(ub)2)e = (c(ub)2)(ab)2”-1 und n > 3. Dann folgt P = c, (say = 
u2u2n-3 und (b2)6 = b2b2”-l. Also ist (ub)” = ub(ub)f-‘r mit Y E (~a”-~, (ub)2”-‘) 
Wegen (ub)“’ = ub, folgt jetzt aber n = 3. Das ist ein Widerspruch. Genauso 
sieht man, dab aus (~(ub)~)~ = (c(ub)2)-1(ub)2”-1 n = 3 folgt. 
Sei jetzt F eine Untergruppe von R, die C enthalt, so da13 F/C # 1 ein mini- 
maler L-Modul ist. Sei f ein Element aus F - C mit [uw, f] E D. Dann k6nnen 
wir uvf = uv oder uvf = (cub)uv annehmen. 1st uwf = uv, so folgt wie oben, 
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dal3 es in F - C ein Element gibt, das p zentralisiert. 1st uvf = cabuv, so ist 
Ef = (a~“-‘, ban-l, c&v, cab2t). Dann normalisiert p aber die Gruppe Efab. 
Also gibt es wieder in F - C ein Element, das p zentralisiert. Insgesamt erhalten 
wir 1 F/C 1 = 2. 
Sei zunichst (F, u)/D eine Diedergruppe. Dann ist u zu einem Element 
uer mit T E (c) konjugiert. Diese Konjugation findet in N&(c)) statt. Das liefert 
aber sofort n = 3. Weiter ist e2 = 1. Sei jetzt f E C,(p) mit uf = ecpu mit 
p E (0, I}. Dann operiert f auf [p, D] = (ca3, cb3). Das liefert 0.B.d.A. (u”)f = 
a2b4, (b”)f = bk2di. Dann ist aber uf = ub2s mit s EG,(D). Das liefert jetzt 
uf” = ub2sbM2u4s = a5. Also ist F/D zyklisch. Das widerspricht aber [A, e] # 1. 
Also haben wir [F, u] C D gezeigt. 1st F/D elementar abelsch, so folgt sofort, 
daB F die Relationen aus (viii) oder (ix) erfiillt. 
Sei jetztF/D zyklisch. Dann folgt, daD C vom Typ (i) ist. Wahle nun f E F - C 
mit [f, p] = [f, u] = 1. Dann rechnet man leicht die Relationen von (x) nach. 
Sei jetzt M eine Untergruppe von Ii, die F enthalt. Weiter sei M so gewahlt, 
dal3 1 # M/F ein irreduzibler L-Modul ist. Man rechnet nun leicht nach, daB 
wieder ) M/F ~ = 2 gilt. Weiter erhalten wir, da8 M/D zu D, , Q8, E, , 2, oder 
2, x 2, isomorph ist. 
1st [M, p] in D enthalten, so gibt es in M - D ein Element, das E normalisiert. 
Da aber p in M/D immer eine Untergruppe vom Index zwei zentralisiert, erhalten 
wir somit einen Widerspruch. Dieser Widerspruch beweist das Lemma. 
(3.4) LEMMA. Die Bexeichnugen seien wie in (2.23). Setze R = Ns(D) n 
Cs(G,(D)). 1st D vom Typ (2.0.1), so ist R zu einer der folgenden Gruppen iso- 
morph. 
(i) R = D, 
(ii) R = D(e) mit ce = c, ue = u&fml, be = bba”-l, e2 = c-1, uve = 
(cub)2 uv, tp = a-% und ue = u. 
(iii) R = D(e) mit cc = c-l, ue = u-1, be = b-1, e2 = 1, uve = (cub)2 z/v, 
te = cr2t und ue = u. 
(iv) R = D(e) mit ce = c-1, u” = u-W”-‘, be = b-lbff-l, e2 = 1, 
~10% = (~ub)~ uv, t” = c2t undue = u. 
Beweis. Sei C eine Untergruppe von R, die D enthalt. Weiter sei C so gewahlt, 
da8 1 # C/D ein irreduzibler L-Modul ist. Wie in (3.3) sieht man wieder 
I C/D 1 = 2. Sei jetzt e E C - D mit uve = cca”~subuv. Dann ist (te, uve) nicht 
abelsch. Also gibt es in C - D ein Element e mit uve = (cub)2 uv und te = 
&t. Wie in (3.3) folgt jetzt, da8 D(e) eine der Relationen aus (ii)- erfiillt. 
Sei nun F eine Untergruppe von R, die C enthalt. 1st 1 # F/C ein irreduzibler 
L-Modul, so gibt es in F - C ein Element f mit [f, p] = [uw, f] = 1. Das 
ist aber ein Widerspruch. 
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(3.5) LEMMA. Sei D eine L-invariante Untergruppe von S, die A enthiilt. 
Weiter sei C,(D) = D und D won maximaler Ordnung. Ist D vom Typ (3.0.0), 
so ist CS(f2,(D)) n N,(D) = D. 
Beweis. Setze R = N,(D) n C@,(D)). Sei C eine Untergruppe von R, die 
D enthilt. Weiter sei C so gewahlt, da13 I # C/D ein irreduzibler L-Modul ist. 
Es gibt in C - D ein Element e mit e” = e oder e” = c2Rm’e. Das liefert ZCV~ = 
YUV mit y” = rs und s E ((u&)~“-‘). D ann kiinnen wir e so wahlen, da13 uvG = uv 
oder z@ = azn-l ZK gilt. Dies liefert sofort 1 C/D = 4. Nun wissen wir, da0 e 
auf C,(u) f7 CD(uv) = (c2ab) operiert. 
Sei zuerst (c2ab)” = (Sab)-l oder (c2ab)e = (c2ab)-1(ab)2”m’. Setze c” : c”(xy)j 
mit p und j geeignet. Dann folgt aus c’“~ = P’~~, da6 ce = c-1 oder c” = 
~-l(ab)~“~’ gilt. Sci jctzt tP = gt mit g E D. Dann ist gat 1 tee = tcmlP = 
(a-‘)“gt. Das liefert a@ = a-l. Dann folgt bc = b-r. Das ergibt aber, da13 De 
von p zentralisiert wird. 
Also ist (c2ab)B = c”ab oder (c2ab)e = c2ab(ab)2”m1. Wie oben erhalten wir 
jetzt c” = c oder cP = c(ab)2n-‘. Weiter erhalten wir ap = a und be = b. Das 
liefert dann c” = c(ab) 2”-‘. Setze jetztf = ep. Dann ist (c2, a, b, e,f) eine abelsche 
Untergruppe von C. Da (c2, a, 6, e, f) d ie einzige abelsche Untergruppe ihrer 
Ordnung in C ist, folgt, da0 (c2, a, b, e, f) L-invariant ist. Da A in (c2, a, 6, 
e,f) enthalten ist, folgt, daB es in S eine Untergruppe D, gibt, die zentralisator- 
gleich ist und (c2, a, b, e, f) enthalt. Weiter ist D, L-invariant. Da aber offen- 
sichtlich 1 D, 1 >. j D / ist, erhalten wir nun einen Widerspruch. Somit ist 
D = R gezeigt. 
(3.6) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.23). Weiter sei D von maxi- 
maler Ordnung. Setze R = N,(D) n Cs(.Qn,(D)). Ist D worn Typ (3.1.0), so ist 
R = D. 
Beweis. Sei C eine Untergruppe von R, die D enthalt. Weiter sei 1 f C/D 
ein irreduzibler L-Modul. Wie in (3.5) folgt zunachst 1 C/D 1 = 4. Weiter folgt 
wie in (3.5), da13 es ein e E C - D gibt, so daf3 c” = c(ab)2n-’ und a” = a, 
bp = b erfiillt sind. Dann erhalten wir wieder wie in (3.5) einen Widerspruch zur 
Maximalitat von D. 
(3.7) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.6). Ist D worn Typ (3.2:0), 
so ist R = D. 
Beweis. Sei wieder C eine Untergruppe von R, die D enthalt, so daf3 1 # 
C/D ein irreduzibler L-Modul ist. Man sieht wieder leicht 1 C/D / = 4. Es gibt 
wieder ein e E C - D mit [u, e] E D. Dann operiert e auf CD(uv). Also operiert e 
auf (c2a3bk3). Setze nun (c3)” = c3ka3pb3j mit p, j und k geeignet. Aus (c3)” = 
(c3)ueu folgt p = --.i. Nun folgt wie in (3.5), da13 (c2a3b-3)e = c2a3b-3 und somit 
c” = c(ab)2*-‘, ae = a und bs = b ist. Dann erhalt man aber wieder wie in (3.5) 
einen Widerspruch zur Maximalitat von D. 
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(3.8) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.6). Ist D vom Typ (3.3.0), 
so ist D = R. 
Beweis. Die Behauptung folgt wie in (3.7). 
(3.9) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.6). Ist D vom Typ (3.2.1) oder 
(3.3.1), so ist R = D. 
Beweis. Sei C eine Untergruppe von R, die D enthalt, so dal3 1 # CID ein 
irreduzibler L-Modul ist. Dann gibt es in C - D ein Element e mit UTY = uv 
und t” = rt mit Y E C,(uv). Wegen rt = r-r ist r in (c4aY+, a4) enthalten. Dann 
gibt es aber ein Element f E De mit Ef = E. Dies widerspricht der Struktur 
von H. 
(3.10) SATZ. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von G, die A(uv, t, u> enthiilt. 
Dann gibt es in S eine normale Untergruppe D, die A enthiilt, abelsch ist 
und C,(D) = D erfiillt. Weiter ist D invariant unter I, = (uv, p, u). SchlieJlich 
ist D von einem der in (2.27) oder (2.28) angegebenen Typen. 
Beweis. Sei D eine von den nach (2.23) existierenden Untergruppen von S. 
Wahle D zusatzlich so, dab 1 D 1 maximal ist. 1st D vom Typ (3.i.j), so ist nach 
(3.5)-(3.9) Ns(D) n C&2,(D)) = D. I ns esondere b ist D charakteristisch in 
N,(D). Das liefert S = N,(D). 
Sei jetzt D nicht vom Typ (3.i.j). Setze R = Ns(D). Dann ist Q1(Z,(R)) = 
(a2n-‘, b2”-I). S er nun R1 das volle Urbild von Z(R/&(Z,(R))). Dann ist QJR,) 
in A(uv, t) enthalten. Weiter ist Q,(D) in .Q,(R,) enthalten. 1st Q,(R,) n 
,4uv # 0, so ist D = A. Nun folgt aber mit [9, Lemma 21 sofort, daB D charak- 
teristisch in R ist. Insbesondere ist dann S = Ns(D). Also kijnnen wir Q1(R,) = 
Q1(D) annehmen. Dann ist 52,(D) charakteristisch in R. Mit (2.26) folgt jetzt 
5’ = N,(D). 
4. DIE STRUKTUR VON G 
(4.1) SATZ. Sind alle Involutionen aus L$(A) in G konjugiert, so ist G zu HIS, 
der sporadischen Higman-Sims Gruppe, isomorph. 
Beweis. Die Bezeichnungen seien wie in (3.10). Dann ist nach (2.27) D vom 
Typ (3.i.j) fur geeignetes i und j. Weiter folgt mit (3.5)-(3.9), daB S = D(uv, 
t, u) ist. Also ist No(D)/&(D) zuL,(7) isomorph. Jetzt liefert [7] die Behauptung. 
(4.2) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.10). Sind nicht alle Involu- 
tionen aus 52,(A) in G konjugiert, so ist D nicht vom Typ (3.0.0). 
Beweis. Sei D vom Typ (3.0.0). Dann folgt mit (3.5), daB S = D(uv, t, u) ist. 
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Setze jetzt D, = (c2, a, 6). Dann ist / D : 4 / = 2. Setze weiter S1 = D,(uv, 
t, u). Dann ist / S : S, j = 2. Es folgt jetzt, da13 alle Elemente aus S - S, 
mindestens die Ordnung vier haben. Sei jetzt c zu einem Element s E S, in G 
konjugiert. Dann ist o(s) = 2”. Nach [9, Lemma 71 kiinnen wir n 3 3 annehmen. 
Also kijnnen wir s2”-l = c2”-l annehmen. Man sieht nun sehr leicht, dal3 dies mit 
einem Element s E S, nicht zu erreichen ist. Da in Co(c2”-‘) keine gerade Potenz 
von c zu einem Element aus S - S, konjugiert ist, und CF(c2”-‘) keine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 besitzt, ist in G keine gerade Potenz 
von c zu einem Element aus S - S, konjugiert. Jetzt liefert [2, Lemma 161 
einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
(4.3) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.10). Sind nicht alle Involu- 
tionen aus Q,(A) in G konjugiert, so ist D vom Typ (2.0.0) oder (2.0.1). 
Beweis. Sei D vom Typ (1 .O.O) oder (1 .O. 1). Sei weiter zunachst S = D(uv, 
t, u). Nach [9] ist n 3 3. Setze D, = (c2, a, b) und S, = D,(uv, t, u). 
Sei g eine Involution in S - S, , die in G zu c, = c~“-~ konjugiert ist. Dann 
konnen wir g = cauv annehmen. Weiter ist D vom Typ (I .O.O). Da nicht alle 
Involutionen aus G,(A) in G konjugiert sind, folgt, dal3 D(u) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C&c,) ist. Insbesondere enthiilt Co(ci) keine elementar abelschen 
Untergruppen von der Ordnung 16. Da aber (a an-l, b2”-l, cauv, t) abelsch von 
der Ordnung 16 ist, erhalten wir jetzt einen Widerspruch. 
Sei jetzt g ein Element aus S - S, , das zu einer geraden Potenz von c in G 
konjugiert ist. Dann istg2 # 1. Setze Y = g O(g)12. Dann ist r zu ci in G konjugiert. 
Sei zuerst Y in D enthalten. Dann kiinnen wir Y = cr annehmen. Also ist g in 
D(u) enthalten. Wegen [u, c] = 1 ist das aber ein Widerspruch. Also ist Y in 
Duv enthalten. Damit ist r zu uv, c2a6uv oder c,csabuv konjugiert. Da ci keine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 zentralisiert, folgt jetzt 
der Widerspruch. Genauso sieht man such, da13 c zu kcinem Element aus S, 
in G konjugiert ist. Mit [2, Lemma 161 erhalten wir jetzt einen Widerspruch. 
Insgesamt haben wir so S # D(uv, t, u) gezeigt. Mit (3.3) liefert das, da8 D 
vom Typ (1 .O.O) ist. 
Nach [9, Lemma 71 kijnnen wir 71 3 3 annehmen. 1st S = (0, uv, t, u, e> mit 
ce = c, so liefern die gleichen Schliisse wie eben, angewandt auf D(uv, t, u> 
und (e), einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
Sei S = (0, uv, t, u, e) mit ce = c-1 und ea = ci . Dann enthalt wieder 
C,(c,) keine elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 16. Sei jetzt 
ca ein Element von der Ordnung vier in (c). Dann sieht man leicht, dal3 es keine 
Involution k in D(Cs(c2)) mit k # c, und c2 - c,k in C,(c,) gibt. Da Elemente 
von der Ordnung vier mit Quadrat c, , die in C,(ci) - D liegen, diese Bedingung 
nicht erftillen, folgt, da0 (c2) in einer Sylow 2-Untergruppe von C,(c,) beztiglich 
C,(ci) stark abgeschlossen ist. Nun liefert [l] zusammen mit cae = CL’, daR e zu 
keinem Element aus D(u) in C,(c,) konjugiert ist. Da jede Involution in Duv 
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eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 zentralisiert, folgt 
jetzt, dal3 e zu keinem Element aus D(uv, t, u) in G konjugiert ist. Da es in 
(D(uv, t, u))e keine Involutionen gibt, folgt jetzt, da8 c1 zu keinem Element aus 
S - (D(uv, t, u)) in G konjugiert ist. Das liefert nun mit [2, Lemma 161 einen 
Widerspruch zur Einfachheit von G. 
Wir haben somit gezeigt, da8 S = <D, uv, t, u, e) mit c” = c-l, ae = a-‘, 
be = b-l und ez = 1 ist. In N,(D) gibt es jetzt die folgenden Klassen von Invo- 
lutionen: c, , (ab)2n-1, uv, cauv, u, cru, e, ce, ue und cue. Da jede von (ab)f’-’ 
verschiedene Involution i aus S zu (ab) 2”-‘i konjugiert ist, folgt jetzt, da& falls 
1 - (ab)2”-’ jede Involution m # I mit [1, m] = 1 zu Zm in G konjugiert ist. 
Setze jetzt S, = <cB, a, b, e, uv, t, u}. Sei jetzt r ein Element aus S, , das in G 
zu c konjugiert ist. Dar-m ist O(T) = 2+l. Sei zunachst T zu c in C&c,) konjugiert. 
Dann ist r in D(u, e) enthalten. Das liefert jetzt aber wegen 1 # y2 E (c4, a, b) 
einen Widerspruch. Also ist c nicht zu r in Co(c,) konjugiert. Insbesondere ist 
o(c) = 4. Dann folgt, da13 c, zu einem Element aus (c2, a, 6)uv konjugiert ist. 
Vergleich mit den oben aufgefuhrten No(D)-Klassen liefert jetzt, da8 c1 zu uv 
konjugiert ist. Das widerspricht aber der Voraussetzung, daO nicht alle Involu- 
tionen in al(A) konjugiert sind. Somit ist gezeigt, dal3 c zu keinem Element aus 
S, in G konjugiert ist. 
Sei jetzt s eine gerade Potenz von c. Weiter sei s zu einem Element g E S - S, 
in G konjugiert. 1st o(s) > 4, so erhalten wir wie eben einen Widerspruch. Sei 
also s = c, . Dann kiinnen wir annehmen, daR g = cauv, ce oder cue ist. Weiter 
wissen wir, da13 e zu ue und ce zu cue in G konjugiert ist. Also ist c, zu ce oder 
cauv in G konjugiert. 
Wir betrachten die Konjugierten von cauv. Nach [l 1, Lemma (5.3811 ist cuuv 
zu einer Involution aus S, in G konjugiert. Also ist cuuv zu (~ZJ)~“-‘, c1 oder e in 
G konjugiert. Sei cauv zu (ab)z”-’ in G konjugiert. Dann ist ue zu cauvue in G 
konjugiert. Weiter gilt (cuuvue)ta = cue. Das liefert jetzt c, N e .- ce. 
Sei nun cauv zu e aber nicht zu c1 in G konjugiert. Dann ist cauv nicht zu 
(ab)2”-1 konjugiert. Setze jetzt S, = (c2, a, b, uv, t, u, ce}. Dann ist cuuv nach 
[ll, Lemma (5.38)] zu einer Involution aus S, in G konjugiert. Also ist cuuv 
such zu ce in G konjugiert. Da aber c, zu ce oder cauv in G konjugiert ist, 
erhalten wir jetzt einen Widerspruch. 
Sei cauv zu c1 in G konjugiert. Die Gruppe Cs(cauv) enthalt die elementar 
abelsche UntergruppeF = (&‘-l, ZJ~“-I, cauv, t). Weiter enthiilt F eine elementar 
abelsche Untergruppe Fl von der Ordnung acht, die nur zu (ab)z”-l konjugierte 
Involutionen enthalt. 1st nun 1 eine Involution in (D(u))e, so ist I zu c,Z kon- 
jugiert. Ware I zu (ab)2”-.’ in G konjugiert, so ware c1 zu c,Z konjugiert. Das ist 
aber nicht moglich. Also ist E; zu einer Untergruppe von D<u) konjugiert. Das 
ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit insgesamt gezeigt, da0 cuuv zu (&J)~“-’ in G konjugiert ist. 
Weiter ist c1 N e N ce. Es gibt also genau zwei G-Klassen von Involutionen. 
Sei jetzt h E G mit (ue)” = c, und Cs(ue)n C C,(c,). Nun enthalt Cs(ue) eine 
476 GERNOT STROTH 
Diedergruppe M = (cauo, u) von der Ordnung 2n+2. Alle Involutionen aus M 
sind in G zu (ab) 2”-’ konjugiert. Also ist Mh in D(u) enthalten. Das ist aber ein 
Widerspruch. 
Insgesamt haben wir gezeigt, daB ci und damit keine gerade Potenz von c zu 
einem Element aus S - S, in G lonjugiert ist. Anwendung von [2, Lemma 161 
liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
(4.4) SATZ. Die Bezeichnungez seien wie in (3.10). Ist D Mom Typ (2.0.1), 
so ist S vom Typ L,(g), y = - 1 (mod 4). 
Beweis. Wie man leicht sieht, ist jede Involution i # (&)a” 1 aus S in S zu 
WJ) 2”-’ konjugiert. Setze wieder ci = c~“-~. Dann ist entweder u oder clu zu 
(ab)2”-’ in G konjugiert. Also ist entweder crcabuvu oder c,cabuvc,(ab-1)2”-“u zu 
c,cabuw in G konjugiert. Betrachtet man jetzt (c,cabuz~u)~ bzw. (c,cabuoc, 
(~b-l)~“-“u)~, so sieht man, dal3 c,cabuu zu ciu bzw. u in G konjugiert ist. Das 
liefert, da8 c,cubuv zu ci in G konjugiert ist. Nun enthalt aber Cs(c,cubuv) die 
elementar abelsche Untergruppe (8-l, b2*-l, c,cabuv a-1b2”-2t) von der Ordnung 
16. Also enthalt such C,(c,) eine elementar abeliche Untergruppe von der 
Ordnung 16. Das liefert S = (D, uv, t, u, e} mit ce = c-l, e2 = 1 und ae = u-1 
o&r a” = a-la2”-1. 
S ei ue = u-l. Setze jetzt I; = D(u). Dann ist Tl eine Untergruppe vom 
Index zwei in Cs(c,). Sei h eine Involution aus Cs(c,) - Tl . 1st n > 4, so ist 
h zu c,h in S konjugiert. Also ist h zu ci in G konjugiert, da alle Involutionen aus 
D(uv, t, u) entweder zu (ub)2”-’ oder ci in G konjugiert sind und h nach [I 1, 
Lemma (5.38)] zu einer Involution aus D(uv, t, u) in G konjugiert sein mu& 
Sei jetzt n = 3. Dann gibt es in Cs(c,) - Tl die folgenden Nc+JD)-Klassen 
von Involutionen: e, cte, ube, c,ube, ue und que. Nun zentralisiert ue die Involution 
ca2uv. Da C&V zu uz, und damit zu (ab)2”‘-’ in G konjugiert ist, folgt jetzt, dal3 
ue zu cu2uvue konjugiert ist. Wegen (cazuvue)t = c(ub)2 ue ist jetzt ue zu cue in G 
konjugiert. Das liefert fur n = 3, dal3 ue zu ciue und damit zu cr in G konjugiert 
ist. Weiter erhalten wir, daB ube und cabe zu cl in G konjugiert sind, da beide 
Involutionen von u und ciu zentralisiert werden. Also folgt such fur n = 3, 
dal3 alle Involutionen aus Cs(c,) - Tl zu ci in G konjugiert sind. 
Wir haben somit insgesamt gezeigt, daB c,abe zu ct in G konjugiert ist. Nun 
enthllt aber Cs(c,ube) die elementar abelsche Untergruppe (u2”-‘, b2”-l, c,ube, uv) 
von der Ordnung 16. Diese enthalt eine elementar abelsche Untergruppe F = 
(u2a-1, ($-I, UV) von der Ordnung acht. Alle Involutionen aus F sind in G zu 
(ub)2”m’ konjugiert. Sei jetzt g E G mit (c,ube)g = ci und (C,(c,abe))g C Cs(cl). 
Dann ist Fg in D(u) enthalten. Das ist aber ein Widerspruch. 
Insgesamt haben wir ae = u-lazn-l gezeigt. Dann ist S vom Typ L,(q), 
q = -1 (mod4). 
(4.5) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (3.10). 1st D vom Typ (2.0.0) 
und C,(sZ,(D)) # D, so ist c zu c-l in S konjugiert. 
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Beweis. Sei c nicht zu c-1 in S konjugiert. Dann ist zunachst 71 > 4. 
Setze S, = (D, e, UV, t, u) falls 1 C,(Q,(D)) : D 1 = 4 ist. 1st ] Cs(Ql(D)) : 
D I = 2, so setze S, = D(uv, t, u). Setze weiter h = f bzw. h = e mit f und e 
wie in (3.4)(x) b zw. (3.4)(i). Dann teilt 2% bzw. 2+i die Ordnung eines jeden 
Elementes aus Cs(cl) - C,l(c,), wobei c1 = c2”-’ ist. Das liefert, dal3 h zu keinem 
Element aus S, in C,(Q) konjugiert ist. Sei jetzt d ein Element in S, , das in G zu 
h konjugiert ist. Dann folgt jetzt d4 = 1. Da n 3 4 ist, folgt, daB o(h) 3 8 
ist. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist h zu keinem Element aus S, in G 
konjugiert. 
Sei jetzt h, eine gerade Potenz von h. Weiter sei h, zu einem Element s aus 
S - S, in G konjugiert. Dann kann diese Konjugation nicht in Cc(cl) statt- 
finden. Also ist o(s) < 4. Da es in S - S, keine Involutionen gibt, ist o(s) = 4. 
SchlieBlich gibt es such in Duve und De keine Involutionen. Also haben 
wir nun 1 Cs(Q,(D)) : D / = 2. Weiter erhalten wir, daR c1 zu einem Element 
aus Duv in G konjugiert ist. Damit ist cr zu c&v konjugiert. Nun enthalt 
Cs(cabuv) eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16. Da 
C,(Q) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(c,) ist und keine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 enthalt, folgt jetzt der Widerspruch. 
(4.6) LEMMA. Unter den Voraussetzungen von (4.5)gilt / Cs(Q,(D)) : D 1 = 2. 
Beweis. Sei / C&(D)) : D 1 = 4. Nach (4.5) ist c zu c-i in S konjugiert. 
Die Bezeichnungen seien wie in (3.4). Setze S, = (0, uv, t, u, f). Dann ist 
1 S : S, j = 2. Sei e zu einem Element aus S, in G konjugiert. Da e offensichtlich 
nicht in C,(c,) zu einem Element aus S, konjugiert ist, folgt n = 3. Weiter ist 
c, zu einem Element aus Duv in G konjugiert. Da aber alle Involutionen in 
Duo zu uv in G konjugiert sind, erhalten wir einen Widerspruch. Also ist e zu 
keinem Element aus S, in G konjugiert. Sei jetzt h ein Element aus (c), das in G 
zu einem Element s aus S - S, konjugiert ist. Da such diese Konjugation nicht 
in C,(c,) stattfinden kann, folgt jetzt, dai3 h = c1 ist. Eine leichte Rechnung 
zeigt jetzt, dal3 es in S - S, keine Involutionen gibt. Somit ist gezeigt, daR 
keine gerade Potenz von e zu einem Element aus S - S, in G konjugiert ist. 
Jetzt liefert [2, Lemma 161 einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Damit ist 
das Lemma bewiesen. 
(4.7) SATZ. Die Bezeichnungen seien wie in (3.10). Ist D vom Typ (2.0.0), 
so ist G xu P.%,(p), q = 1 (mod 8) oder PSU,(q), q = -1 (mod 8) isomorph. 
Beweis. Sei C,(L$(D)) # D. Dann folgt mit (4.6) 1 Cs(.Ql(D)) : D / = 2. 
Weiter ist nach (4.5) c zu c-l in S konjugiert. 
Sei zuerst Cs(Ql(D)) = D(e) mit e2 = c2@ und uve = c&v, (cab)auv oder 
(cu~)~uv. Setze S, = D(uv, t, uj. 
Betrachte C,(c,), wobei ci = c2”-” sei. Sei zuerst 72 > 4.Ist c, ein Element von 
der Ordnung vier in (c) und s eine Involution in D(Cs(c2)), so da!3 c2 zu cas in 
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CG(cl) konjugiert ist, so ist s = c1 . Da aber Elemente von der Ordnung vier in 
C,(c,) - D diese Bedingung nicht erfiillen, ist (cz> stark abgeschlossen in C&c,) 
beziiglich C,(c,). Das liefert mit [I], daB CG(cJ eine Untergruppe vom 
Index zwei mit Sylow 2-Untergruppe D(u) besitzt. Also ist e nicht in CG(cl) zu 
einem Element aus S, konjugiert. 
Sei jetzt n = 3. Dann ist c1 kein Quadrat in D(U). Also ist such in diesem Fall 
e zu keinem Element aus S, in Cc(cJ konjugiert. 
Da alle Involutionen in Duv eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 16 zentralisieren, ist e in G zu keinem Element aus S, konjugiert. Da es 
in S - S, keine Involutionen gibt, folgt jetzt mit [2, Lemma 161 ein Widerspruch 
zur Einfachheit von G. 
Wir haben somit gezeigt, da0 Cs(Ql(D)) zu einer der in (3.4)(ii)-(v) ange- 
gebenen Gruppen isomorph ist. 
Sei jetzt zuerst UV~ = cabuv oder (c~b)~uv. Dann wird D von e invertiert. 
Weiter sind alle Involutionen aus S, zu (u!J)~“-’ oder c1 in G konjugiert. Nach 
[I 1, Lemma (5.38)] sind alle Involutionen aus S zu Involutionen aus S, kon- 
jugiert. 1st E eine Involution in S mit E # (ab)2”-1, so ist I zu l(a!~)~“-’ in S 
konjugiert. Da fiir n > 4 alle Involutionen k aus Cs(cJ - Cs,(c,) zu c,k kon- 
jugiert sind, sind alle diese Involutionen in G zu c1 konjugiert. Also sind alle 
Involutionen in S - S, in G zu c, konjugiert. 
Sei jetzt TZ = 3. Dann ist wegen (abe)“” = c(ab)2e oder ce stets abe zu c&e 
in G konjugiert. Also ist abe zu c1 konjugiert. Weiter ist abe zu abeu und damit zu 
ue und e konjugiert. Also sind such in diesem Fall alle Involutionen in S - S, 
zu c1 in G konjugiert. 
Wir betrachten jetzt die Involution ue. Diese ist in G zu c1 konjugiert. Da alle 
Involutionen in Cs(cl) - C,(cl) zu c1 konjugiert sind und ue extremal ist, folgt 
jetzt, daB Cs(ue) eine Sylow 2-Untergruppe von C&c,+(ue) ist. Setze M = 
Z(C,(ue)). Dann ist M = (cl , (c~b)~“-‘, ue). Weiter ist M TV Cs(ue)’ = ((ab)2”-1). 
Da (D, e, u, uv) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(~,((ab)~“-~)) ist, folgt, daf3 c1 
nicht zu ~,(ab)~“-’ in N,(M) konjugiert ist. Da aber ue zu ue(ab)2”-1 und clue 
zu clue(ab)2”-’ in N,(M) konjugiert sind, folgt jetzt, da13 Cs(ue) eine Sylow 
2-Untergruppe von N,--t&M) ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit uve = (cu~)~ uo gezeigt. Sei zuerst cze = a-‘. Dann ist 
(CU~UV)~ = c&v und (a+)” = u-9. Also enthllt C,(e) eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 32. Insbesondere ist e nicht zu c1 in G konjugiert. 
Nun ist wieder p1 oder clu in G zu (~b)~“-l konjugiert. Dann ist cubw zu 
cubuvu oder cubuvc,(~b-~)~“-~ u konjugiert. Das liefert jetzt, da8 cubuv zu u 
bzw. clu konjugiert ist. Also ist cubuv zu (ab)2”-1 konjugiert. Somit sind alle 
Involutionen aus D(uv, t, u) in G zu (ub)2”-1 oder c1 konjugiert. Nach [ll, 
Lemma (5.3811 ist also e zu (ub)2”-’ in G konjugiert. Da such cle eine elementar 
abelsche Gruppe von der Ordnung 32 zentralisiert, folgt, dal3 such cle zu (ab)2”-’ 
konjugiert ist. Da aber wegen e N (ab)2”m1 stets c1 N cle folgt, erhalten wir 
jetzt einen Widerspruch zu (2.27). 
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Sei zuletzt ue = a-%~~“~~. Dann zentralisiert cle die Gruppe (&‘, ban-l, 
c&v, u-9). Nun folgt wieder, da13 cle und such e nicht zu c1 in G konjugiert 
sind. Da wieder alle Involutionen in D(uv, t, u) in G zu (~a)~“-’ oder c, kon- 
jugiert sind, erhalten wir wie oben einen Widerspruch. 
Wir haben somit S = D(uv, t, u) gezeigt. Damit ist S vom Typ L,(q), q = 1 
(mod 8). Mit [6] folgt jetzt die Behauptung. 
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